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Resumo
Neste trabalho, enfocamos um método especifico de teoria de perturbacdo, o método de mdltiplas escalas.
Desenvolvido em mecénica cléassica para o tratamento de equagdes diferenciais nao-lineares, este método é aplicado
como uma ferramenta matematica na descri¢do de efeitos perturbativos em diversos sistemas fisicos. Assim, vamos
mostrar algumas aplicagdes deste método, primeiro rever o método usando a equacdo de Duffing, tanto na classica e
quantica, em seguida, aplicadando em circuitos LC e RLC.

Palavras Chaves: Método das Escalas Multiplas, Métodos Assintdticos.

Abstract
In this work, we focus on a specific method of perturbation theory, the method of multiple scales. Developed in
classical mechanics for the treatment of non-linear differential equations, this method is applied as a mathematical
tool in the description of perturbative effects in several physical systems. Thus we show some applications of this
method, first review the method using the Duffing equation, both in the classical and quantum then applied in circuits

LC and RLC.
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I. INTRODUCAO

O método das escalas multiplas (MEM) é um dos métodos
assintéticos de grande eficiéncia. Seus desenvolvimentos
principais incluem oscilagdes nédo-lineares, problemas de
camadas limites, dindmica dos fluidos, aerodindmica e a
teoria de movimento de astronave [1].

Diretamente, podemos dizer que o MEM tem como
idéia central a transformacédo das equacgdes diferenciais do
problema a ser abordado, sendo ela linear ou ndo, em uma
série de equacOes diferenciais lineares soliveis de forma
interativa’.

E importante ressaltar que este método ndo se restringe
apenas aos dominios da fisica classica, mas pode ser
aplicado, considerando-se modificacBes adequadas, em
problemas no campo da mecanica quantica, com o
proposito de se obter solucgOes, tanto das equacgOes de
Heisenberg como da equagéo de Schrodinger [2, 3, 4].

Em especial, aplicamos o MEM na solucdo de
equacdes diferenciais lineares diretamente no problema de
evolucdo temporal das solugBes dindmicas do tipo

! Interativa no sentido que as solucdes sdo obtidas de forma recorrente,
ou seja, a correcdo em primeira ordem depende da solugdo em ordem
zero; a corre¢do em segunda ordem, depende das corre¢des de ordem zero
e um e assim sucessivamente.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 4, No. 1, Jan. 2010

87

ISSN 1870-9095

oscilador harménico, tanto no tratamento de circuitos
elétricos (LC,RLC) como na equacdo de Duffing [3].

Il. METODO DAS ESCALAS MUTIPLAS

Portanto, nesta se¢do, vamos considerar uma breve revisao
dos aspectos gerais do MEM em problemas de fisica. Em
geral, para as equacgdes diferenciais de sistemas néo
lineares, utilizam-se métodos assintticos para se obter
suas solucBes aproximadas [5, 6, 7]. Um exemplo
interessante é o do movimento oscilatério unidimensional
sob acdo de uma forga restauradora (sistema massa-mola).
Para este sistema consideramos a equacao para a posi¢édo u
do oscilador, dada na forma geral:

i+ f(u)=0, 1)

onde f(u) pode ser uma funcdo linear ou ndo. Da equacéo

acima podemos assumir equagdes do tipo oscilador
harménico, equacdo de Duffing [7,8, 9] etc. Portanto f'(u)
é um caso geral onde podemos identificar o tipo de

linearidade que a equag&o diferencial pode assumir em um
determinado sistema fsico.
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Prosseguindo, reescrevemos (1) em um sistema de
coordenadas conveniente, tal que x=u—uy, cOm u, a

posicdo de equilbrio do oscilador. Assim temos a equacéo
diferencial reescrita na forma

i+ f(x+ugy)=0. 2

Verifica-se que f pode ser expandindo em série de Taylor
em torno do ponto u,. Com este procedimento, estamos

em busca de soluges aproximadas para nossa equagdo.
Logo

N
fle+ug)= Y a,x", @3)
n=1
com
@, = 1O ug), @
n:

e f(”) denotando as n-ésimas derivadas no ponto u;. As
condigdes iniciais sdo dadas pela posicdo inicial u(0) e a
sua velocidade inicial #«(0) . A partir das condigdes iniciais
determina-se as solugGes de maneira Unica.

No método das escalas multiplas, a idéia principal é
aplicar uma transformagdo na equagdo diferencial em

estudo, sendo ela linear ou ndo, gerando uma série de
equagoes diferenciais lineares acopladas. Para tornar mais

explicito esta definicdo o método defini » variaveis 7, de
tempo, dadas por

T, =¢&"t, (5)

onde estas variaveis sdo interpretadas como diferentes
escalas de tempo (multiplas escalas) e tomadas como
independentes, desde que o pardmetro & assuma um valor
pequeno, ¢ =1.

Para estas diferentes escalas de tempo, observamos que
as derivadas na variavel ¢ também devem ser reescritas em

termos das derivadas de 7, na forma

—=—+&—+&"—+...= Dy +eD; + (6)
dt 0T, oT, oT,
d? _
dt—zz DO +28D0D1 +.., (7)
d/’l
D, = . 8
" ST ®)

n

As derivadas sdo separaveis, pela expansdo dos termos, de
acordo com diferentes ordens de poténcias de ¢. Deste
modo, pode-se assumir entdo, uma solugdo para a equacao
(2), levando-se em conta a expansdo dada pela eugacéo
(3), na forma
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2(:6) = 3Ty, ) + 4 (Ty T Ty )+ O(E?). (9)

Substituindo primeiramente (3) e em seguida, (6), (9) na
equacdo (2), obtemos, para cada ordem n em & uma

equacdo diferencial linear para a componente x, na série

(9):

80D§x0 +a)§x0 :O,

e'DExy + i x, = —2DyDyxo —ayxZ,

n 2 2 —
& DOxn +wgx, _Fn (xll""xn—l)

Note que a solucBes das equacBes de ordens menores
aparecem como 0s termos ndao  homogéneos,
F,(x;,...,x,1), nas equagOes das ordens maiores.

Portanto, este € um método interativo; por exemplo, a
solucdo da ordem zero influi na solucdo da primeira
ordem, enquanto a solucéo da segunda ordem esta definida
pelos efeitos das solugdes das ordens zero e um, e a assim
por diante. Nas proximas se¢fes vamos explorar o MEM
em aplicacbes tanto na equacdo de Duffing (Classica e
Quéntica) como em alguns problemas relacionados aos
circuitos LC e RLC.

I1. EQUACAO DE DUFFING CLASSICA

A equacdo de Duffing apresenta-se como um modelo
fisico concreto para a aplicacdo do método das escalas
maltiplas. E uma equacdo importante no problema de
oscilagBes ndo lineares [8], como por exemplo no estudo
do oscilador anarménico de massa unitaria ( p = x), cuja

hamiltoniana esta dada por

.2 2
H(x,p):x?+x7+gx4, (10)

sujeito a condicdo ¢ =1. Vamos aplicar o0 método das
escalas multiplas para um determinado problema de valor
inicial. As equacGes do movimento deste sistema s&o
dadas por

dx

~ T HE )= p (11)
L = {p, H(x, p)} = —x —4&d, (12)
dt

{K’H}:E)_KG_H_G_Ka_H
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onde {g(x,p),H(x,p)} sdo parénteses de Poisson’. O

sistema de equacbes diferenciais lineares de primeira
ordem (11)-(12) pode ser reduzido a uma equacdo
diferencial de segunda ordem, conhecida por equagéo de
Duffing. Temos, entdo, para o sistema (2) a equagéo

2
d—2x+x+4ex3 =0,
dt

(13)

onde x(r) é a variavel classica para a posicdo. Para a

equacgdo (13) consideremos, por exemplo, as condicdes
iniciais

x(0) =1, x(0)=0. (14)
Nesta primeira andlise, utilizamos uma solucéo usual para
a equacdo de Duffing usando uma série de poténcias em
termos do pardmetro ¢ [1], ou seja:

x(t) = i&:"xn ().

n=0

(15)

Substituindo esta solugdo em série em (13) obtemos as
equacOes de ordem zero e um para 0 pardmetro &:

d2
0 4 xp =0, (16)
dt
d 2x1 _ 3
7z +x; = —4xg, (17)
onde ndao modificamos a ordem das derivadas, mas

classificamos perante sua ordem de perturbacdo e. Assim a
solucdo geral para (16) € da forma:

Xy = Acost + Bsent, (18)
e com as condi¢es iniciais obtemos a solugédo
x, (t) = cost. (19)
Logo substituindo (19) em (17) obtemos a equacéo
%, +x = —4dcos’t, (20)

onde em (20) fazemos uso das seguintes identidades
trigonométricas cos(a + b) = cosacosh —sen asen b,

sen(a +b)= senacosb+senbcosa, para simplificar o

20 parénteses de Poisson de u e v pode ser definido como

ou Ov  Ou Ov . .
V= ———————| onde x; e p; sdo varidveis dindmicas
{u v} Zi[@xi 6p1- 6p,~ 6xl—J i bi
conjugadas[9].
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termo ndo homogéneo da equacdo diferencial. Dessa forma
temos

—4¢os®t = —cos 3t —3cos¢,

que, substituido em (20), resulta na equagdo diferencial
ndo homogénea na forma
Xy +x, = —C0s3t—3cCost. (21)

Mediante as condices iniciais (14) obtemos uma solugéo
particular de (21):

Xy (22)

-—lcost+1 3t—§tsent
778 2 COS TT

Facilmente verificamos que a solucdo (14) possui um
termo secular dado por ssen¢. No limite ¢+ — o, a solucdo
particular é divergente, contrariando a condi¢do fsica de
que o sistema, expresso pela equacdo (13), tem uma
energia finita: o sistema ndo estd acoplado com nenhum
potencial externo e portanto pode ser tratado como um

sistema isolado com energia constante £ :

2 2
H(x, p) :x?+x7+£x4 = E,.

Justificada a condicdo fsica para eliminarmos termos
seculares, podemos considerar a expansao (15) sob o ponto
de vista das escalas multiplas.

A idéia principal é aplicar uma transformagdo na
equacdo diferencial em estudo, sendo ela linear ou ndo,
gerando uma série de equagbes diferenciais lineares
acopladas. Procurando uma solucdo aproximada para o
problema até correges de primeira odem no parametro &,
tomemos x(¢,¢) como uma funcdo das varidveis

independentes 7, e 73, onde 7; = & , na forma:

x(t, &) = Xo(Ty, Ty) + X1 (T, 1) +O(e?).  (23)

Substituindo a solugdo (23) na equacdo (13), tomamos
para cada uma das ordens em & as correspondentes
equacdes diferenciais

%X,
oT¢

+X, =0, (24)

%pois para correcdo de ordem zero £=0, tem-se Ty =t , ou seja, ndo
esta incluido o efeito anarmdnico expresso pela equagéo de Duffing. Para

. a7 ) .
isto deveremos ter pelo menos, &= 7 <<1, corregao em primeira
t

ordem.
http://'www.journal.lapen.org.mx
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%X o’ x
X, = AN -2
oT, 0T,0T;

(25)

Note que utilizamos a mudanga de escala também nas
*
— =Dy e
0
reescalonamento a resolucdo de (24) ¢é bastante simples e
sua solucdo é dada na forma:

ordens das derivadas Com este

Xo(Ty, T) = A(Ty) cos T, + B(Ty)sen Ty, (26)

onde substituimos (26) na equagdo (25), considerando as
amplitudes A4(7;) e B(7y) como termos dependentes

apenas de 7; (as solugbes estdo sendo consideradas até
primeira ordem) logo temos para a equacao (25)

%X, 3
P + X, = —-4[A(T}) cos T, + B(Ty)sen T,]
0
52
-2 A(T,)cosT, + B(T;)sen T, ],
6T08T1[ ( 1) 0 ( 1) 0]

que pode ser reescrita na forma

%X,
T2

+ X, = [33 (T;) — 342 (Tl)B(Tl)]sen 37,

~|43@) - 387 (1) A(1;) eos 31,

{3A(T1)BZ (T,)+34%(T7) +2 ag(TTl)} cos Ty,
1

- [:J,B(Tl)A2 (1) +3B3(1}) - 2 GA(Tl)}sen T,.
o,

Para determinarmos as amplitudes A(7;) e B(Ty), €
necessario identificar os termos seculares. No entanto, o
que sdo estes termos seculares? Uma resposta plausvel é
verificada quando primeiramente estamos buscando
solugBes que ndo divirjam para tempos >0, pois
interessa-nos solucdes regulares para 0 nosso problema.
Estes termos podem ser identificados e entendidos
fazendo-se uma analogia ao problema da ressondncia em
um oscilador harménico de frequéncia @ sujeito a acéo de
uma forca externa gcosgr, cuja frequéncia da forca
aplicada ¢ iguala-se a frequéncia natural do oscilador.

Para este sistema temos a equagdo do movimento para a
posicdo y dada por

J+w’y = gcosqt. (27)
A solucdo da equacgdo homogénea é igual a

v, () = a;senat + a, cos o,
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onde a; e a, S30 constantes arbitrdrias. A solugdo
particular y,, € uma fungdo do tipo rsen¢r e ¢, onde a

independéncia linear é respeitada. Entdo a solugdo
particular da equacdo diferencial (27) tem a forma

Y, = %tsengot. (28)

Da solucdo (28) observamos que, no decorrer do tempo ¢, a
amplitude do oscilador aumenta até alcancar uma
amplitude limite, na qual o sistema colapsa antes da
oscilacdo se tornar infinita [10]. E justamente este tipo de
comportamento que deveremos eliminar na aplicacdo do
método das escalas multiplas, pois sdo 0s termos seculares
que levam as solugdes ndo regulares e devem portanto ser
iguais a zero. Mediante esta justificativa, fica claro que os
termos que envolvem sen7, e cos7,, sdo parte da

solucdo da equacdo homogénea associada. Com isto
chegamos as seguintes equagOes seculares para A(7;) e

B(T}):

dB(I}) _ 3 3 3 2
=——A°(T})—-—=A(T})B“ (17), 29
i, 5 (1)2(1) (11) (29)
dA(Ty) _3 .3 3 2
=—=B (T)+=B(T})A (Ty). 30
a2 (1)2(1) (11) (30)
Multiplicando (29) por B(7;) e (26) por A(7;) estas
equacdes podem ser reescritas na forma
1dBX(L) _ 3 3 5
2 art _E[A (1) B(T) + A(T) B*(T1)],
1dA*(T) _ 3, 4 3
57121 = E[B (1) A(L) + B(T) A ()],
e somando-se estas duas equacgdes, encontramos que
1dB*(1y) 1dA*(T,) _
2 dr, 2 dTy ’
ou
dC(Ty) -0, 31)
onde C(7;) esta definido como
1
C(1y) =514 (1) + B> (T)]. (32)

http://'www.journal.lapen.org.mx



Portanto C(7;) € uma constante de movimento, de forma
gue atua como um invariante do sistema em relacdo a
escala de tempo 7;. Assim, reescrevemos (29) e (30) em

termos de C(7;) de tal modo que:

dB(T) _
Tarn 3C(0)A(T7) (33)
dA(Ty) _

T 3C(0)B(1y), (34)

1
onde C(O):% é obtido a partir das condicdes (14)

juntamente com as equagdes (26) e (32).
Consequentemente, as amplitudes A(7;) e B(7;) séo

dadas por A(Tl):cos(ng) e B(Tl):—sen(ng) que

substituidas na equagdo diferencial descrita em termos de
X, fornecem a solugdo particular, sem o termo secular,

1 9
X1(To, Th) 26005[(3T0 +5T1)], (35)
como também a solucéo geral para X, (7,,7;) ,
3
X (Ty, ;) = cos[(Ty +ET1)]+O(52)- (36)

Portanto, o efeito anarmdnico atua na correcdo de ordem
um, ou seja, hda uma mudanca pequena na amplitude
identificada pelos coeficientes A(7y) e B(T;), que
substituidas na equacdo (26) temos a solucdo (36).
Finalmente, com as solucBes de (26) e (35) temos para
correcdo final em primeira ordem a seguinte solucéo geral:

x(t, &) = cos[(t + ga)] + %COS[(?;t + %a) +0(£2). (37)

Podemos verificar que a solugdo (36) € coerente com a
solucdo direta em (22) a menos do um fator secular.
Vamos prosseguir entdo a nossa analise para a equacao de
Duffing, agora para o caso quantico onde as coordenadas
escalares dao lugar aos operadores posigdo x e momenta
p, conforme os principios da quantizacdo candnica.

111. EQUACAO DE DUFFING QUANTICA

O anélogo quantico do sistema classico abordado na secéo
anterior esté definido pela equacdo de Duffing quéantica na
forma

2;\
ﬂ+5c+4a?3 =0,
dt

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 4, No. 1, Jan. 2010
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e do mesmo modo que no caso classico, é necessario
estabelecer as condicBes iniciais para o problema. A
equacdo (38) pode ser deduzida a partir do operador
Hamiltoniano

1

H:—A2+lfcz+a24, (39)
2 2

na representacdo de Heisenberg e eliminando o operador
momento p de modo similar ao procedimento realizado

no caso classico. Além disso, temos que x(0)=x, €
p(0) = p, com a relacéo de comutagdo candnica:

[%0. o= in. (40)

Aplicamos 0 método das escalas multiplas como solucéo
geral do operador posicdo x(7,,7;), Ou Seja,

Mo, Ty) = Xo(Tg, ) + X, (Tg, 1) +O(e7),  (41)
de forma que o operador posicdo do oscilador agora
depende explicitamente de duas escalas de tempo
independentes. Substituindo (41) em (38) e separando 0s
termos das diferentes ordens de ¢, resulta

0°X,
2+ X, =0, (42)
oT§
e
%X, -~ - %X
Lix, =-4x3-2 0 (43)

8T02 8T06T1 '

A solucdo de (42) é bastante simples e de modo similar ao
caso classico é dada na forma

Xo(Ty,T,) = A(T,) cosT, + B(T)sen Ty,  (44)

e de acordo com (44) escrevemos também o operador
momento em funcgéo de 7, e 7; como

}30 (Ty, 1) = f?(Tl) cosTy — ,:1(Tl)sen Ty. (45)

A diferenca fundamental entre o sistema classico e

quantico é que os termos independentes de 7, sdo agora

operadores e satisfazem a relacdo de comutacdo canénica.
L), By|= in. (46)

De acordo com as equacdes (40) e (41) devemos ter para
o0s operadores ,:1(T1) e E(Tl) as condicoes iniciais

A(0) =%y, B(0) = po.

http://'www.journal.lapen.org.mx
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Substituindo a solugdo (44), na equacdo (43) temos para 0
operador X, a equagéo

02X,

¢

+ )?1 = —4[;1(T1) cosTy + E’(Tl)sen 1P

62
oT, 0T,

-2 [,:1(Tl) cosT, + é(Tl)sen 1,1,

gue com a ajuda da relagdo de comutagdo (46) pode ser
reescrita na forma

22X,
oT¢

+ X, =[B2 @) - F(ry ben3r,

- [,?13 (1) - é(Tl)]cos 3T,

{é(Tl) +34%(1) + 2%} cos T

1

- . oA
- {F(Tl) +383(1y) - 2%?)}5% T,.

onde: ()= A()BE)AR) + AL AB)BE) + BE AR AT) e
G(T) = BIR) AR B(R) + BIRB(R) () + AL BR)B(E)
Para determinarmos os operadores amplitudes ,zl(Tl) e

B(T;), é necessério identificar os termos seculares. O que

é trivial, pois como no caso classico também recamos nos
termos que envolvem  sen7, e cos7,. Com isto

chegamos a uma relacéo do tipo:

dB(Ty) 1

[-34%(T,) ~ B(T,) A(T1) B(Ty)

dr, 2

~ B(Ty)B(T) A(Ty) - A(T)B(T)B(TY)],  (47)
dA R e
fgl’ = 188 (1) + A BI)A(T)

+ A(T) AT B(TL) + BT AT ATy (48)

Estas equacbes podem ser reescritas definindo um
operador C(7;) como,

o) = %(212<T1)+é2(m>, (49)

pois, aplicando E(Tl) em (47) e 21(Tl) em (48) e
somando-as mutuamente, obtemos uma equagdo para 0
operador é(Tl) na forma

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 4, No. 1, Jan. 2010 92

de(n) _

i (50)

Assim, utilizando as relagdes de comutagdo candnica
expostas pelas condi¢Bes iniciais e pela equacdo de
comutacdo em (46), podemos reescrever as equacoes (47)
e (48) de um modo mais simplificado, utilizando a forma

da equacdo (49) para o operador é(Tl). Ainda

observamos que ele é uma constante, tal qual é(Tl) =a.
Logo

dB(h) _ 3. -

- e Aml . 6D
e ~

dAT) _ 3. &

- AL 62)

onde [c?z,zzl(Tl)]+ e [4,B(T;)], sio conhecidos como

anticomutadores [4]. As solugdes para estas equaches
diferenciais sdo dadas por,

A(Ty) = A(0) cos 3T, + B(0)sen 34T, (53)

B(T,) = B(0) cos 3&T, — A(0)sen 347, (54)

e de acordo com as condi¢Oes iniciais, a solugdo para
Xo(T1, Tp) €tal que,
Xo(Ty, Ty) = [4(0) cos 34T, + B(0)sen 3aT;]cos Ty,
+[B(0)cos3aT; — A(0)sen 3al,lsen T,.

Uma vez que 7; = &7y, podemos reescrever a solugéo

utilizando o ordenamento de Wely [11] (Ver apéndice 1)
na forma:

Xo €0s(Ty + 3eaTy) + cos(Ty + 3eaTy)x,

Xo(1y.Ty) = h
2c0s(3¢Ty E)

. Dosen(Ty + 3eaTy) +sen(Ty + 3saly) py +O(e?),

. (55)
2c0s(3eT, E)

O método pode ser aplicado a qualquer sistema dinamico e
fornece uma solucdo aproximada para descrever o
comportamento do mesmo, ao mMenos nos primeiros
instantes do movimento. Partimos agora para mais alguns
exemplos préticos envolvendo circuitos LC e RLC.

http://'www.journal.lapen.org.mx



IV.CIRCUITO LC

Consideremos, para um caso simples, o exemplo de
circuito LC em série conforme a figura (1). O sistema
entra em regime oscilatério modificando a posicdo da
chave do circuito. Primeiro nds carregamos o capacitor
com uma certa diferenca de potencial (ddp) 7, e em

seguida desligamos a chave, ap6s o desligamento a
corrente i circular entre o capacitor e o indutor até o
momento em que 0 capacitor esgotar a sua ddp. Portanto,
neste regime, podemos escrever a equacao diferencial que
descreve este sistema utilizando-se da lei das malhas.

—s JEC L

FIGURA 1. Circuito LC, (esbogo).

. . d
Vamos ainda considerar d—q: i(t) e g=q(t) como a
t
corrente e a carga respectivamente, deste modo temos:

d*q
2

+olq=V, (56)
dt

1 I
com a)g:E como sendo a frequéncia natural do

sistema e V:% a ddp. aplicada. Seja as condigbes

iniciais dada por i(0) =0 e ¢(0)=0, a solucdo de (56) é
bastante simples e é dada por:

(1) =5 cos(aq). (57)
®o

Agora, se considerarmos a situacdo em que a frequéncia de
oscilacdo do sistema varie com o tempo, muito fracamente

e em torno da frequéncia «, poderemos reescrever a
nossa equacédo diferencial como:

d’q(t)

L0t 090 =, (58)

onde a)(t):wg(l—chos(Zt)) * onde &£<<1, assim o

problema pode ser tratado de uma maneira mais elaborada,
considerando o efeito perturbativo do pardmetro e.
Conforme a demonstracdo do método das escalas

4w(t)=a)g(1—25003(2t)) pode ser entendida como um efeito

paramétrico na frequécia, mantendo o carater oscilatério na solucéo.
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multiplas, o problema pode ser tratado agora nas correcoes
do pardmetro de perturbacdo, o que torna a nossa solucéo

um resultado aproximado, quando comparado a solucéo
2

d
exata. Reescrevendo ¢ e 7 em termos das novas escalas
t

de tempo e escrevendo as equacdes para correcdo em
ordem 2 para 0 parametro &, temos

€ D§qo+@5q0 =0,

€ D§qy + @ qy = —2DyDigq — 2 €05(2Ty) g,

€ Dg‘]z +a)§Q2 =-2DyDyqy _DquO —2DyDiq,
—2&£¢0S(2T)q; .-

A solugdo para a corre¢do de ordem zero é imediata:

4o = AT, )"0 + BT, )00, (59)

com B(Ty,T,) = A(Ty,T,) (barra = cc)® logo, substitui-
mos na correcdo de ordem 1 e obtemos a seguinte equacao
diferencial

ngl + a)g q1 = _Zia)ODlA(Tl, T2 )e(inTO)
+ A, ) 00 BT, 1) 00 e, (60)

onde o termo secular, € identificado pelo termo
DLA(T;,T,), o qual é desprezado. Portanto A = A(T,),
independente da varidvel 7;, com isto a solugéo para a
equacéo (60) corresponde a:

= ﬂe(i(z+‘”o)To)

= L B@)  we-epry)
4(wy +1)

4(wy —1)

q +cc.

(61)

Finalmente, utilizamos as solugbes de x, e x,, para
encontrar a correcéo de ordem 2.

AT ;
Diqy +wgiqy = —ZinDZA(T2)+ﬁ oli@00) 4
a)o -
_AT)  aropry) _ BTp)  (-apry)
4o +1) 4wy -1) :

novamente identificamos o termo secular como:

AT
—2iwy D, A(T,) +¥ =0,
2(wy -1)

de forma que a solucdo para a amplitude A(7,) esta
expressa como

® cc = complexo conjugado.
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1 i
A(T,)==aexp| ————T,—ib|,
2772 {4%(@5-1) 2 }

onde a e b sdo constantes e podem ser determinadas pelas
condicOes iniciais. Determinada as Amplitudes A(7;,7,) ,

B(T,,T,) e as solugOes para correcdo de ordem zero e um

para o pardmetro &, podemos escrever a solugdo final
como:

&[(wy +1) " cos(2z + @)

q(t,g)=L2(COS¢)+ VZ
@y 4w
—(wy -1) "t cos(2t—#)]+0(£%),  (62)

com ¢ igual a

A
¢= {a)o 4, (a)g -1) }'

Tomando-se &=0, recuperamos a solucdo (57).
Graficamente podemos expressar a aproximacdo existente
entre as solucBes no espago de fase conforme a figura (2)
ou seja, a solucdo exata é dada pela curva em negrito na
grafico (1), enquanto que as demais curvas sdo solucoes
aproximadas considerando pequenos valores para o
pardmetro ¢. Para a situacdo em que ¢ =q(¢), gréfico (1)
temos as duas situaces, (linha azul) para a solugdo exata e
a (linha vermelha) para a solu¢do aproximada. As curvas
perturbativas se aproximam do valor exato no circuito LC,
0 que demonstra a utilizacdo de método das escalas
maltiplas como um tratamento aproximativo de equacoes
diferenciais. Vamos agora analizar o caso do circuito RLC.

V. CIRCUITO RLC

Consideremos, o exemplo de circuito RLC em série
conforme a figura (3). A equagdo diferencial que a
descreve pode ser facilmente obtida da mesma forma que
no caso LC, utilizando-se a lei das malhas.

d’q . .dq
2928 2=, 63
22 B i 0dq (63)

R . .
onde g = e é conhecido como termo de amortecimento,

of = = é frequéncia natural do sistema. Ao

LC
resolvermos estd equagdo diferencial, verificamos trés
casos distintos para a frequéncia de oscilagdo do circuito
de acordo com o tipo de amortecimento causado:

« amortecimento critico - 52 = wg .

« amortecimento subcritico - 2 < wg .

« amortecimento supercritico - % > w?.
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Tal que a solucdo da equacgdo diferencial para cada um
destes casos € dada por:

Voo
*pi=wg - q)=—e
2

wot

Vo _
« B2 <wf - q) = — e cos(ant) .
@

Vo _
« B> 0f - q(t) =— e cosh(wyr).
@q

o, =B -wi, i=12.
Circaeiter LO

s

i liE

0.5 -

[ a=005

Circwirte LOC
F ===,
o A
£ - i
5 [ s

FIGURA 2. Gréfico LC. Foi utilizado valores para a solugéo
exata e aproximada no parametro epsilons <<1. Grafico 1:
Carga ¢(¢t) pelo tempo, (linha azul)-solucdo exata, (linha

tracejada vermelha e negra)-solugdo aproximada em &. Gréfico
2: Espaco de Fase, (linha em negrito)-solucdo exata, (linha

marrom)-solucéo aproximada em .

Agora, para o propésito de aplicarmos um segundo tipo de
perturbacdo, além do parametro S, poderiamos pensar
que B =p(t)=p(l-2ecos2t) é dependente do tempo,
com 0 pardmentro & <<1 pequeno. Vamos ainda, para
simplificar nossos resultados, utilizar o processo do
amortecimento  subcritico. Com estd considereacdo
reescrevemos a equacao diferencial (18) tal que:

http://'www.journal.lapen.org.mx
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FIGURA 3. Circuito RLC, (esbogo).

d2q

d
dt—2+2/3(t)d—;]+a)§q= V. (63)

: . d?
Realizando a transformacdo, ¢, o e 7 em termos das
t t

novas escalas de tempo, e ainda escrevendo as equacgdes
para correcdo até ordem 1 no pardmetro ¢, temos

£°Dgqo +2pDoqy + 5 g0 =0
e'D§qo +2Doqy + @§qy = —2DoDyqq
—2B(D1q¢ + 2¢ €08(2T, ) Doq,),

A solucdo para a correcdo de ordem zero, considerando o
amortecimento subcritico, é dada por:

9 = A(Zi)e(_ﬁ+iw)t +B(71)e—(ﬁ'+iw)t' (64)
com B(Ty)= A(Ty) as amplitudes, o =+/(w? %) e

B% <wf. Substituindo a solugdo (20) na equagéo
diferencial de corregdo em ordem 1 temos para 0s termos a
direita desta equacéo:

= 2iw[ Dy A(Ty) e TP 1 (8% —ifw)
A(Tl)(e(—ﬂﬂ‘(mZ))t +e(fﬂ+i(m72))t)+ ce,

tal que o termo secular é identificado pelo termo D, A(T) .
Consequentemente  A(7T;) =4, é uma constante e a
solugdo particular da equacao (22) é dada por:

VB

a)g (0? -1)

P (f)p-gt)w)  (65)

q1 =

onde
f(¢) = sen(2¢)sen(wt)w + cos(wt) cos(2¢),

g(t) = sen(2t) cos(wt)w — sen(wt) cos(2t).

Determinada as solugdes para corre¢do de ordem zero e
um para o parametro &, podemos escrever a solucéo final
como:
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:L A i
q(t, &) a)ge {cos(a)t)+( >

(.f(t)ﬁ—g(t)w)} (66)
o’ -1)

tomando-se ¢ =0, recuperamos a solucdo exata.
Graficamente podemos expressar a aproximacao existente
entre as solugdes no espaco de fase conforme a figura (4).

Circuito RLC - Subcritice
o ™

== it

R =033

Clrcuito RLC - Subcritico

.l

FIGURA 4. Grafico RLC subcritico. Foi utilizado valores para a
solucdo exata e aproximada no pardmetro épsilon & <<1.
Gréfico 1. Carga ¢(z) pelo tempo, (linha azul)-solucdo exata,
(linha tracejada vermelha e verde)-solucdo aproximada em e.
Gréfico 2: Espaco de Fase, (linha azul)-solugdo exata, (linha
magenta)-solugdo aproximada em ¢ .
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VI. CONCLUSAO

Mostramos que o0 método das escalas multiplas tem como
idéia central a transformacédo das equacdes diferenciais do
problema a ser abordado, em uma série de equacles
diferenciais lineares solUveis de forma interativa. Apartir
desta idéias buscamos apresentar uma aplicacdo desta
ferramenta matematica em problemas envolvendo circuitos
LC e RLC, analizando seus resultados perturbativos. E
importante salientar o limite de vélidade destas solugdes
aproximadas, sendo que aqui ndo foram abordadas e sim
exploradas livremente. Em cada caso € importante
investigar estes limites de forma acurada, demonstrando
fisicamente estes efeitos. Outro fator ¢ a identificacdo das
ordens de perturbacbes do problema os quais fornecem os
elementos necessarios para a correta determinagdo das
equacbes diferenciais. Para a equacdo de Duffing,
apresentamos um valor muito pequeno para a perturbacéo
(& <<1), cujos efeitos estdo inteiramente determinados

por suas amplitudes A(7;) e B(Ty) .
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APENDICE
Al. Ordenamento de Wely

De acordo com as solucdes (53) e (54) vamos utilizar o
ordemento de Wely para o produto de operadores

21(T1) = A(0)cos 3aT, + B(0)sen3aT;, (A1)

B(T;) = B(0)cos34T, — A(0)sen347;, (A2)

onde utilizaremos uma nova notagdo: W[x, f(aT})], onde

A(0)=x, e f(aT;) uma fungdo. Nosso objetivo agora é
a simplificacdo formal da solucdo e para voltar a
reescreve-la em uma forma fechada. Os senos e cosenos
sdo combinacdes lineares das fungdes exponenciais, assim,
primeiramente vamos considerar o ordemento de Wely
como uma expansdo de operadores como:

W(Roe™) = W{io (1+ ar, +%(&T1)2 +ﬂ (A3)

Para cada poténcia de 7; nos ordenamos os operadores
para comutar com X, Simetricamente. Assim podemos
identificar os seguintes produtos de operadores

. - 1. .
W(xy)=xg :E(xo +X0)

sl oo o ho.a a-
W(xoa):E(xoa+axo):E(x0;+gxo),

. . (a? 1) (&% 1).
w Y= gl === |+ === ,
(xoa®) 5 [xO{hz 4J (hz 4Jx0:|

e seguem as demais ordens. Generalizando, nos
identificamos alguns polinbmios de Euler [11], assim o
ordenamento de Wely pode ser escrito na forma compacta
como

~ af ol ~
xoea 1ie” 1%

~ aT;
W (e ™) =
Coe ) ==, cosh(@in2)

(A4),

logo utilizando a transformag&o da exponencial em senos e
€osenos obtemos:
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Xo €os 3aT; +cos3al;x - - xosen3daTl; +sen3dal;x
0 : =0, (AD) W (xgsen3aTy) = = ! =0 (A6)
2.c0s(37;,7/2) 2.c0s(37;,7/2)

W(x, cos3aly) =
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