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Resumen
Se reconocen temas de la fisica basica como altamente elaborados. Una de las tareas del profesor de fisica es aportar
elementos que ayuden a ser estos inteligibles. En este articulo se presenta un proceso de formalizacion matematica en torno
al tema de las rotaciones. Reconstruimos mediante analogias, deducciones e inferencias, el camino que nos lleva desde una
descripcion de las rotaciones en B ¥ hasta las matrices de spin de Pauli.
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Abstract
We recognize the basic physics topics as highly processed. One of the tasks of physics teacher is to provide elements that
help these topics be intelligible. This paper presents a mathematical formalization process on the issue of rotations. We

rebuild through analogies, deductions and inferences a path that leads from a description of rotations in B until the parent
spin of Pauli.
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I. INTRODUCCION

Consideramos que una de las tareas del profesor de fisica es
hacer inteligible los principios, las leyes, los
procedimientos y los conceptos que resultan de la actividad
cientifica. Asumir esta responsabilidad nos ha llevado a
construir procesos logicos de formalizacion matematica,
que dan sentido y significado a representaciones simbdlicas
en torno a temas de la fisica basica considerados como
altamente elaborados. Este proceso de entendimiento de
naturaleza semantica implica a su vez procesos de
comprension por analogias, deducciones e inferencias a
partir de ideas previas [1, 2].

El entendimiento y los procesos bésicos del
pensamiento resultan optimizados a través de la
formalizacién matematica. Desde este punto de vista, esta
se interpreta como un recurso del pensamiento para conocer
y describir los fendmenos fisicos.

Un tema de la fisica que exige cierto grado de
elaboracion matematica es el de las rotaciones. Por
ejemplo, rotar un objeto puede resultar una accién sencilla
de ejecutar. Sin embargo, cuando se trata de describir esta
rotacion en forma matematica puede resultar engorroso el
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gjercicio, esto se evidencia en articulos como Rotation
Operators [3] en donde se presentan diversos puntos de
vista e interpretaciones de las rotaciones como operadores.
Ademas, si se requiere de una generalizacion del concepto
de rotacion, como es el caso para la teoria del espin de los
sistemas cuanticos, entonces las imagenes' formadas desde
el pensamiento clasico [5] se tornan inadecuadas para la
explicacién de los fendmenos correspondientes. Estos
problemas tanto de representabilidad de fenémenos y sus
relaciones, como de blsqueda de universalidad encuentran
un aliciente en la formalizacion matematica. Las formas
matematicas producto de este proceso se constituyen en un
recurso del pensamiento necesario para hacer inteligible los
fendmenos estudiados por las teorias modernas de la fisica
[6], por ejemplo, Hestenes propone en su articulo
Reforming the mathematical language of physics [7] como
una herramienta para el modelado de la realidad fisica el
uso de la matematica.

' Las imagenes, como lo dice Moreira hacen referencia a las
representaciones internas, o representaciones mentales, que permiten “re-
presentar” internamente el mundo externo [4].
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Distintos estudios acerca de la teoria de rotaciones se
presentan en la literatura, con enfoques diferentes, por
ejemplo:

Marshall hace una comparacion entre la representacion
de las rotaciones en el espacio tridimensional a partir de
matrices reales 3x3 y matrices complejas 2x 2 [8].

Por su parte Sivardiere muestra que los productos de
rotaciones pueden ser estudiados desde un punto de vista
geométrico, siguiendo un método sencillo, basado en la
descomposicién de las rotaciones en dos reflexiones (tipo
espejo) [9].

Por su parte Koehler y Trickey estudian las rotaciones a
partir de relaciones existentes entre las matrices de rotacion
y vectores de Euler [10].

En este articulo presentamos un proceso de
formalizaciébn mateméatica que nos lleva desde la
descripcién de las rotaciones espaciales hasta las matrices
de spin de Pauli.

Inicialmente, se explicitan y formalizan ciertas nociones
basicas constitutivas de una rotacién espacial (secciones Il
y I11). Este ejercicio de abstraccion nos lleva a representar
una rotacion en R® como un elemento del grupoSO(3).

Mediante transformaciones adecuadas de las nociones
constitutivas de una rotacion se construye el grupo SU (2),

el cual es una representacion en el plano complejo del
grupo de rotaciones espaciales SO(3) (seccion V) [11].

Interpretando los elementos de SU (2) correspondientes a

rotaciones respecto a los ejes coordenados como curvas y
usando ideas del célculo se obtienen las matrices de spin de
Pauli. Se resaltan analogias entre los ejes X,¥,7 y estas

matrices 6,,0,,0,"

Il. NOCIONES BASICAS QUE SUBYACEN A
LA IDEA DE ROTACION

Para describir una rotacién se requiere fundamentalmente
un eje’ A y un anguloe ; un eje queda especificado con
ayuda de tres direcciones X,y,Z7 mutuamente ortogonales.
En la Fig. 1 se hace notar que A queda determinado por la
pareja (91 l//) "

FIGURA 1. Eje de rotacion.

Asi, una rotacién estd definida por tres pardmetros
(6,y; ) y la denotaremos por R.(«).

2 Conjunto de puntos que permanecen fijos respecto a un movimiento de
rotacion dado.
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En una rotacion, un objeto pasa de una orientacion a
otra; podemos formalizar matematicamente este cambio de

orientacion sefialando que el vector de posicion r se ha

-

transformado al vector de posicion 1’ ; simbdlicamente esta
afirmacion la representamos por

=R (a)F, 1)
donde,
X X'
z 7'

estas ternas de numeros reales estan referenciadas a partir
de las tres direcciones que sirven para determinar el eje en

el espacio R® Fig. 1.
Notese que hay fundamentalmente dos entidades en una
rotacion: el operador de rotacion R, («) [3, 12] y el espacio

que se transforma debido a la rotacion, en nuestro caso R3.
En la siguiente seccion mostramos cOmo se puede
representar R. ().

I11. FORMALIZACION DE LAS ROTACIONES

Para llevar a cabo el proceso de formalizacion es suficiente
tomar del espacio R® s6lo los vectores de posicion
unitarios, puesto que cualquier otro vector es maltiplo de
alguno de estos. El conjunto que forman estos vectores
constituyen lo que se conoce como la esfera unidad. Esta se

denota como S?; por lo tanto,
SZE{(x,y,z)eR3/x2+y2+zz:l}. (3)

Por otro lado, la accién de rotar se puede interpretar como
una operacion [3, 12] que actda sobre un elemento de S?

transformandolo en otro también de S?2; simbolicamente
tenemos:

R,(a):S? > S°. 4

Para determinar una representacion matematica explicita,

usamos el principio de isotropia del espacio R® [13]. De
acuerdo con este principio todas las direcciones son
equivalentes y por lo tanto todos los puntos de S? rotan de
la misma manera, es decir, en la misma direccion y con la
misma intensidad (el mismo angulo). Estos hechos se
formalizan matematicamente sefialando que las rotaciones
son transformaciones lineales, es decir,

’
X :axxx+axyy+axzz

r_ ; 5)
y'=a,x+a,y+a,z

Z'=a,x+a,y+a,z
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los coeficientes a contienen la informacion acerca del eje
de rotacion y del angulo de rotacidn, por lo tanto,

a;=a,(0y;a), i,j=xY,2; (6)

los coeficientes a correspondientes a una rotacion

respecto al eje Z, son facilmente deducibles. Estos
coeficientes los organizamos en filas y columnas, es decir,
en una matriz y constituye la representacién de la accion de
rotar para este eje particular; especificamente,

cosa -sina 0
R,(@)=|sina cosa O|. @
0 0 1

Permutando ciclicamente los ejes X,y,Z, obtenemos las

representaciones matriciales correspondientes a rotaciones
respecto a los ejes X y y. Por ejemplo, cuando se efectlia

la permutacion ciclica, en la que el eje § pasa a ser el eje

Z,eleje 7 pasaaserel eje X yeleje X pasa a ser el eje
y, simbdlicamente:

X y 2
N N (8)
7 X 9

se obtiene una reorganizacion de las entradas de la matriz
R, («) dada por:

©)

Ny $— X
X = <
<> — N

que permite obtener la matriz de rotacién correspondiente
al eje §; por ejemplo, las entradas matriciales:

88,8, | (10)

de lamatriz R, («) pasan aser las entradas matriciales

azz ’ azx ’ a'zy ! (11)
de la rotacion respecto al eje §. Se obtiene entonces,
cosa 0 sina
12
R(@= 0 1 0 (12)

—sinaa 0 cosa

Analogamente se obtiene la representacién matricial para la
rotacién con respecto al eje X:
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1 0 0
R,(@)=|0 cosa -sina |- (13)
0 sina cosa

Notese dos hechos matematicos esenciales presentes en
estas representaciones matriciales: el determinante de cada
una de estas matrices es 1 y la matriz inversa, en cada caso,
es la matriz transpuesta. Asi, surge la siguiente cuestion:
¢Estas dos caracteristicas estan presentes en todas las
matrices de rotacion?

Para responder la cuestion anterior se requiere
determinar la matriz de rotacion respecto a un eje A
arbitrario, lo cual a su vez exige definir la idea de
composicién. Esta operacion queda definida como la
realizacion consecutiva de rotaciones.

Por ejemplo, si rotamos primero respecto a un eje f, y

en seguida respecto a otro eje f,, entonces representamos
esta composicion mediante:

R;, (a;) = Rs, (a,)° Rs, () (14)

empiricamente, por ejemplo, se puede verificar que:

Ry(a) =R, (%j R, (a)eR, (—%j
v (15)

T T
Ry(a) = R;( (—5]0 Ri (a)o R;( (Ej
y para un eje f arbitrario,

Ri(a)= Rﬁxi(_ﬂ)oRi (a)oRﬁxi (ﬂ)’ (16)

donde $ es el &ngulo formado por los ejes Ay 7 .

Notese que AxZ es un vector M que pertenece al
plano xy, pero una rotacién con respecto a este vector m,

se puede obtener a partir de la composicion,
Rnﬁ(ﬂ):Rz(_”"Ri(ﬂ)"Rz(?’)’ 17)
donde y es el angulo entre el eje M y X.
De esta manera una rotacion cualquiera R.(«) se puede

generar a partir de rotaciones en los ejes coordenados. Para
tal efecto basta sustituir (17) en (16):

Ri(@) =R, (=7)° Ri(=B) o Ry (1) e R, (@) R, (-7) e Re(B) o Ry () . (18)

La cuestién planteada inicialmente en esta seccion se puede
responder con ayuda de la ecuacidn anterior. Puesto que el
determinante del producto de matrices es el producto de sus
determinantes, y como cada matriz de rotacion respecto a
los ejes coordenados tiene determinante 1 se obtiene
trivialmente que:
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detR.(a) =1 (19)
Igualmente, puesto que el producto de dos matrices
ortogonales es ortogonal, y la matrices dadas en (7), (12) y
(13) son ortogonales entonces resulta evidente que R.(«)

es ortogonal.

Asi, las matrices de rotacion del espacio R® son
matrices 3x3, ortogonales y de determinante 1; este
conjunto tiene estructura de grupo [11,14] y se conoce en
la literatura como el grupo SO(3) .

Una conclusion preliminar de este proceso de
formalizacién matematica nos lleva a afirmar que lo que se
rotaes S? y la accion de rotar la efectian los elementos del
grupo SO(3).

IV. TRANSFORMACIONES

Vamos a transformar la esfera unidad S? la representacion
matricial de las rotaciones, las condiciones que formalizan
la accién de rotar e incluso, vamos a tener otra
representacion para el sistema de referencia X,y,7. Estas
transformaciones permiten generalizar a otros "espacios" la
idea de rotacion.

A. Transformando Ia
estereogréafica

esfera  S?:  proyeccion
La asociacion biunivoca entre los puntos de S2 —{(0,0,1)}
y los puntos del plano cartesiano uv, dada por:

. ov=—L, (20)
1-z

o 2u

y- urHvi-l
u+v2+1 u?+v2 +1

= , (21)
u?+v2 +1

se conoce como proyeccién estereografica [15, 16]; una
representacion visual se muestra en la fig. 2. Esta

asociacion permite transformar la esfera en el plano R?;y
mediante la funcién f :R* — C_ definida por:

f((0,v))=u+iv, (22)

se logra poner en correspondencia biunivoca los puntos de
S? con los nimeros complejos C_ . Nétese que (0,0,1) se
aplica en oo. De esta manera S se ha transformadoen C .

Surge entonces la pregunta: ¢cémo se transforman las
matrices de rotacién cuando S* se transforma en C_?

Abordamos esta cuestion a continuacion.
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FIGURA 2. Proyeccidn estereografica.

B. Transformando a SO(3): la transformacion de
Mdbius
Un elemento g e SO(3) hace corresponder elementos de

S? con elementos de S?, pero S? se ha transformado en
C_ De esta manera g induce una correspondencia § de

C_ en C_. Por gjemplo, si:

g=Ry(a), (23)
entonces, la correspondiente §:C_—C_, Viene
determinada por:

g = Ze(la) y (24)

puesto que corresponde a una rotacién del plano como se
observa en la Fig 2.

Sin embargo, para una rotacion arbitraria, g =R, (), la
correspondiente § no se obtiene directamente. Ademas las
dos condiciones que definen a SO(3), detA=1 vy
AA" =1, no se mantienen en el correspondiente caso de
C_encC,.

Para recuperar las condiciones que definen a SO(3), en
el contexto del plano complejo, necesitamos que la
transformacion inducida § tenga naturaleza matricial. En
teoria de variable compleja se estudia el conjunto de
transformaciones de C_ en C_ [17] definidas por:

az+b

, (25)
cz+d

f(z)=

donde a, b, ¢, d y z representan nimeros complejos. Este
tipo de  transformaciones se  conocen  como
transformaciones de Mdbius, y son inducidas por matrices

2x2 de la forma:
ab
c d ’

http://www.journal.lapen.org.mx
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El conjunto de matrices de M®obius tiene estructura de
grupo [11, 14] con la composicidon de funciones como
operacién entre los elementos. Esta operacion se
corresponde con la multiplicacidn de matrices 2x 2.

Rye)

—

Retacidn convencional

! .

Proyeccién

Estereografica Fropecciin

Estereografica

iv

—
Transformaciones
de Mobiits

u

FIGURA 3. Esquema que permite representar las rotaciones en el
contexto del plano complejo.

De esta manera tenemos transformaciones del plano
complejo dadas en forma matricial. Un subgrupo de estas
transformaciones se asociardn con las rotaciones de la
esfera S?, y nos permitiran reinterpretar las condiciones
que definen a SO(3), en el contexto del plano complejo; un

esquema de esta asociacion se muestra en la Fig. 3. Para
una visualizacion de las transformaciones de Mdobius en
relacion con distintos movimientos de la esfera unidad se
invita a ver la referencia [18].

El punto de partida para determinar el subgrupo de
transformaciones de Mdbius correspondientes a SO(3) es

la ecuacion (18). Esta ecuacion muestra que una rotacion
arbitraria se puede generar por medio de una composicién
de rotaciones respecto a los ejes coordenados. Por esta
razén se requiere determinar las transformaciones de
Maobius correspondientes a estas rotaciones. Esta tarea se
lleva a cabo a continuacion.

C. Las transformaciones de Md&bius correspondientes a
Ri(a): Ry(a) ¥ R;(a)

Escribiendo (24) en la forma:

d(2) :@, (27)

Oz + e(flg]

se obtiene la transformacion de Mdbius correspondiente a
R, () es decir,

Ri@) U @< S O |

0 e?

(28)
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Para determinar las correspondientes transformaciones de
Mobius de R, () ¥ R;(c) usaremos (15); para tal efecto

se requiere primero determinar las transformaciones de
Mobius correspondientes para R, (%) Rﬁ(—g), Ry(%)*

Ry(-%).
La rotacion R, (g) produce la siguiente secuencia de

asociaciones entre los puntos de S?:
(O!ll O) - (01 0!1) i (01 _11 O) - (01 Oi _1) g (Ovla 0) 1 (29)

esta se corresponde con la secuencia de numeros

complejos:
i>0o->s>-i—>0->i, (30)

debido a la proyeccion estereogréfica, ver figura 4.

= s
ZO“

FIGURA 4. Rotacion R, (%) y su proyecciénen C_ .

Asi, se requiere una transformacion de Mébius f (z) tal
que:

f(i)=o0, f(0)=-i, f(-i)=0, f(0)=i, (31)
estas restricciones nos permiten determinar los coeficientes
a, b, c y d, obteniendo finalmente la transformacién de
Madbius:

f@)=o (32)
iz+1
esta transformacion es inducida por la matriz 2x 2
(33)

1

i1
Siguiendo este mismo procedimiento se obtienen las
transformaciones de Mdbius:

P T
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correspondientes a las rotaciones: Ri(_%), Ry(%) y

Ry(_%) respectivamente. Sin pérdida de generalidad, se

puede escoger en vez de (33) y (34) las correspondientes
matrices de determinante 1.

Como se menciond anteriormente, con ayuda de (15)
una rotacién arbitraria sobre el eje X se puede escribir
como:

(35)

Ri(a)=R, (Ejo R;(a)e° R, [—EJ,

reemplazando estas rotaciones por las correspondientes
matrices 2x2 (28, 34) se obtiene:

1(1 -1 e% 0|l1(1 1
Ux(a) \/E(l 1 ] . ei%a \/E(_l :J

y efectuando las operaciones se halla finalmente la
transformacion de Mdbius correspondiente a R, («r):

a ..«
cos— isin=
U,(a)=
o
isin=
2

@37)
o

COS—
2

Igualmente a partir de la relacion dada en (15) y siguiendo

el procedimiento anterior obtenemos la transformacion de
Mabius U, (e) correspondiente a Ry ()

o . a
cos— —sin_ | (38)
U,(a) =
. o
sin>  cos—
2 2

Notese que U, (@), U (a) ¥ U,(a) son matrices de la
forma

(39)
tal que [a]* +|b|* =1.

Ahora, (18) muestra que cualquier rotacion se puede
expresar en términos de rotaciones respecto a los ejes
coordenados. Asi, la transformacion de M®obius
correspondiente a una rotacion arbitraria R.(a) es el

producto de matrices U, U, Yy U, y estos productos no

alteran la caracteristica dada por (39); es decir, tenemos dos
cualidades esenciales presentes en todas las matrices
U, («): el determinante es 1 y son matrices unitarias:

U*U =1. Se toman estos dos hechos matematicos como las
condiciones que definen el grupo de rotaciones en el
contexto del plano complejo; este es conocido en la
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literatura como el grupo SU(2) . De esta forma SO(3) se
representa ahora como SU (2) .

V. CURVAS, DERIVADAS Y LA FUNCION
EXPONENCIAL

En cursos introductorios de andlisis mateméatico de una
variable real, se estudian las condiciones para representar
una funcién f(t) mediante una serie de Taylor [19].
Asumiremos estas condiciones en lo que sigue. Entonces
realizando una expansion alrededor de t, =0, la funcion

f (t) se representa mediante la serie de potencias:

f(t)= f(O)+tf’(0)+%t2f”(0)+_,, : (40)
si efectuamos las sustituciones:
f'(0)=X,
41
£(0) = X2, (“41)
f™0)=x",
en (40), entonces
f(t)=e. (42)

Esta ecuacion nos muestra que la funcién exponencial
permite vincular una curva f (t), Fig. 5, y sus derivadas en

el origen.

Uy (e + Ac) | ¥

Uy(a) ¢t ¥

el -
a a+Aa

FIGURA 5. Interpretacién de curvas o familias de rotaciones en
los ejes.

Aplicaremos esta idea a las matrices U's. Para tal efecto,
consideramos estas matrices como tres tipos de curvas. En
analogia con (41), tenemos que las derivadas en el origen
para las curvas U, (@), U, (a) Y U, (a) son:

http://www.journal.lapen.org.mx
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.
- - 0 1 -
X,=2u @, 2] “l=is,
da i 0 21 0) 2
2
(43)
i
0o -1 .
d 2| ifo =iy i
X =—U = =—— =——0,,
s =g D@l [ 2£i o] 2%
2
Lo
> i(1 0
X,= 90 @L.=2 |=L =10,
da o _i| 2o 1)72
2

donde ¢ , o, Y o, son las matrices de spin de Pauli.
Entonces las expresiones analogas a (42) son:

Ux(a)zexp(i%o-xj,

(44)
U,(a) :exp(—i%ayj.

Uz(a):exp(i%o—ZJ,

Continuando con la construccion de la generalizacion del
concepto de rotacion a otros espacios por medio de
analogias, deducciones e inferencias, surge la cuestién

¢cudl es el andlogo en R® de las matrices de spin de Pauli?,
esta pregunta sera tratada en la siguiente seccion.

VI.LOS EJES X,9,Z Y LAS MATRICES o

Hay profundas relaciones entre el conjunto de vectores
unitarios X,y,Z y el conjunto de matrices de Pauli. Por

ejemplo, las relaciones:

0,0, =io,
) (45)

0,0, =lo,

0,0, =lo,

son andlogas al producto vectorial de los vectores de
direccion X, §,7. Igualmente, las relaciones:

.0 .0 .
exp —|Eo-Z o, eXp |Eo-Z =0,C0s0+0,sin0,

exp(—i gazjay exp(i 9 GZ] =-0,C0s0+0,sing, (46)
2 2

exp(—iga ]a exp(igo j—a
2 z z 2 z ral
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permiten enfatizar el comportamiento vectorial de las
matrices o, o, ¥ o, como analogo al comportamiento
vectorial de los vectores directores X,y,7, pues, (46)
evidencia que las matrices de Pauli se transforman como las
componentes de un vector bajo una rotacion sobre el gje o,
en direccion del reloj.

Estas inferencias permiten afirmar que las matrices o,

o,y o,se pueden considerar como la base candnica de un

espacio vectorial analogo al espacio R®. Denominamos a
este espacio el o - espacio.

El andlogo a la esfera unidad S* en este o - espacio
viene dado por el conjunto de matrices:

no, +n,o, +n,o,, (47)
donde n,, n,y n, son numeros reales tales que:
nZ+n’+n?=1, (48)
esta analogia se justifica por la relacion:
(A-6)' =1, (49)

donde fi-& es la abreviacion de (47).

VIl. CONCLUSIONES

Dos ideas que subyacen al concepto de rotacion son la
accion de rotar y el espacio de rotacién. La formalizacion
de estas ideas nos ha llevado, en el caso de rotaciones
ordinarias, a construir el grupo SO(3) como operadores

que actdian sobre la esfera unidad S. Este esquema permite
concebir la idea de rotacién en otros espacios. Es asi como
se construyo el grupo SU (2) actuando sobre el o - espacio.

llustramos de esta manera cémo la formalizacion
matematica es un recurso del pensamiento que ayuda a la
construccion de modelos  explicativos  coherentes,
necesarios para la comprension de las teorias modernas de
la fisica.
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