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Resumen

Partiendo del modelo cosmoldgico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), se puede encontrar una solucion explicita
para el factor de escala a(t) utilizando la ecuacion de estado de un fluido barotrdpico y la ecuacion de Friedmann. La
ecuacion de estado describe varios tipos de materia (energia): materia no relativista, radiacion y energia de vacio
(constante cosmoldgica), donde para cada componente existe una expresion explicita para a=a(t) que a su vez se
relaciona con una densidad de energia p=p(t). Se considera que cada etapa del Universo estuvo dominada por un tipo de
materia distinto y las expresiones que describen la evolucion temporal de cada una de ellas son independientes unas de
otras. En este articulo se calcularan todos los casos para el tiempo transcurrido entre la famosa Gran Explosion y
nuestra época actual, para ello se utilizaran los datos experimentales tomados del articulo [1].
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Abstract

Starting with the Friedmann-Robertson-Walker (FRW) cosmological model, we can find an explicit solution for the
scale factor a(t) using the baryotropic equation of estat and the Friedmann equation. This barotropic equation describes
several types of matter (energy): non-relativistic matter, radiation and vacuum energy (cosmological constant),
therefore exists an explicit expression for a=a(t) that at the same time relates to a density of energy p=p(t) for each
component. It is considered that each stage of the Universe was dominated by one type of material, and the expressions
that describe the time evolution are independent each other. By using experimental data from [1] the calculations of the
age of the Universe for each type of matter are carried out.

Keywords: Cosmological model FRW, Age of the Universe, Cosmological observations.
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I. INTRODUCCION

La cosmologia estudia el nacimiento y evolucion del
Universo. Antiguamente la cosmologia estaba basada en las
observaciones astrondmicas realizadas a través de los
instrumentos mas modernos de la época. Recordemos por
ejemplo, la utilizacion de observatorios sin telescopios
utilizados por el astrénomo danés Tycho Brahe alrededor
de 1573, quien realizo innumerables observaciones de las
posiciones de estrellas y de los llamados “errantes”
(planetas) que sirvieron posteriormente a Johannes Kepler
para la formulacion de las famosas leyes que gobiernan el
movimiento planetario.
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Actualmente, la cosmologia esta basada desde el punto
de vista tedrico en la Teoria de la Relatividad General
(TRG) formulada por Albert Einstein (1915). La primera
solucion cosmologica a las ecuaciones de campo
gravitacional de la TRG estd basada en la idea de que el
Universo es muy parecido en todas las direcciones en que
se observe (isotropia), y que su composicién es la misma en
todos lados (homogéneo) a escalas mayores a 100
megaparsec’. Los argumentos anteriores dieron origen a lo
que se conoce como el principio cosmolégico [2-3], y el
modelo que resulta es conocido como la “Gran Explosion”
o0 por su nombre en inglés “Big Bang” (BB) [4-5]; también

Lg parsec o parsec (simbolo pc) es una unidad de longitud equivalente a
3.26 afios luz (3.0857x10"m).
http://www.lajpe.org
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es conocido como modelo de Friedmann-Robertson-
Walker.

El modelo de FRW nos da una idea de la forma en la
que se originé el Universo, aunque no precisamente al
tiempo cero, ya que para ello se requiere un periodo
conocido como inflacién [6], el cual queda fuera del
alcance de este articulo y que sera tratado en un articulo
posteriormente. En este sentido, el modelo de FRW nos
dice que el Universo comenzé con una densidad infinita de
materia, en este caso constituida por materia ordinaria que
puede ser polvo no relativista (p=0) radiacion

electromagnética (pzﬁj 0 incluso lo que se conoce como
3

constante cosmolégica (p=-p) [4]. Al mismo tiempo, este
modelo nos predice tanto la cantidad como el tipo de
adtomos que surgieron de dicha densidad de energia
(nucleosintesis) [7].

Para los propositos de este trabajo utilizaremos para la
deduccion de las ecuaciones dindmicas las ecuaciones de
Einstein (EE), en donde consideraremos una métrica
homogénea e isotrdpica de curvatura constante y un tensor
de energia momento para un fluido perfecto [4]. Una vez
gue sean obtenidas las ecuaciones dindmicas, estas se
emplearan para calcular la edad del Universo en los
diferentes tipos de materia mencionados previamente.

El presente articulo est4d organizado de la siguiente
manera: En la seccién Il, se obtienen las ecuaciones
dinamicas del modelo cosmolégico FRW a partir de la
TRG. En la seccion Il se obtienen las soluciones a las
ecuaciones para p y a(t). La edad del Universo para los
distintos tipos de materia se calcula en la seccién IV, y
finalmente en la seccidn V se da una breve conclusion.

Il. ECUACIONES BASICAS DEL MODELO
COSMOLOGICO DE FRW

En la década de 1920, Hubble se encontraba estudiando
objetos cosmicos desde el Monte Wilson, los cuales se
conocian como nebulosas 0 “universos isla”. Wilson
determind la distancia a la galaxia de Andrémeda, 700.000
afios luz, mediante estrellas de brillo variable conocidas
como cefeidas [8]. Asimismo, usando un método conocido
como escala de distancias césmicas [5], encontrd las
distancias a diferentes nebulosas que resultaron estar mas
alla del tamafio de nuestra galaxia. Concluy6 entonces que
los “universos islas” estan situados fuera de nuestra galaxia
y se determind que eran otras galaxias como la nuestra.

Debido a las observaciones de Wilson, Hubble
determind que la velocidad de recesion (velocidad con la
gue se alejan de nosotros) de las galaxias y la distancia a la
que se encuentran de nosotros, estan correlacionadas de tal
forma que mientras mas alejadas estuvieran de la Tierra,
mas rapidamente se alejaban de nosotros, este resultado se
conoce como la ley de Hubble [8].

Una vez que se conocieron los datos que aseguraban
que las galaxias se alejaban unas de otras, se entendid que
el Universo se esta expandiendo [9]. Hubble encontrd la
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siguiente relacion, conocida actualmente como ley de
Hubble:

v = Hd, (D)

donde V es la velocidad de recesion entre las galaxias, d es
la distancia entre ellas y, H es la constante de Hubble. El
valor para esta constante H fué determinada por Hubble, y

. km/ .
tenia un valor de SOOMm—pCS, es decir, por cada megaparsec

de distancia la velocidad de recesion aumenta en 500km/s.
La utilizacién de cada vez mejores métodos de medicion de
distancias y velocidades ha llevado a que estos valores sean
cada vez mas precisos, el valor mas actual ha sido
proporcionado por el satélite Wikilson Microwave
Anisotropy Probe (WMAP), el cual tiene un valor de

k -
H0=100hML£, donde el subindice O corresponde a

considerar el valor actual (en esta época de la historia del
Universo en la que vivimos). El valor de la razon de
expansion normalizada, h, es 0, 72+0, 03 [1].

La ley de Hubble es de gran importancia para tratar de
entender la historia del Universo, ya que ha dado pruebas
contundentes de que el Universo se encuentra en una etapa
de expansion.

Tomando en cuenta el principio cosmolégico, vamos a
considerar una geometria que represente un espacio-tiempo
de curvatura constante, homogéneo e isétropo. Esta
geometria, la cual estd representada por lo que se conoce

como métrica g, , es la de Robertson-Walker:

!

ds? =g, dx“dx",

dr?
1-kr

=czdt2—a(t)2{ 2+r2(d¢92+sin2¢9d¢2)] @)

en la primera expresién un indice arriba y el mismo indice
abajo implica suma sobre él, x,v =0,..,3, ces la velocidad
de la luz, t es el tiempo cosmoldgico, a(t) es el factor de
escala (magnitud que permite dar una medida de la
evolucion de las distancias entre dos puntos fijos en una
seccién espacial dada), k es la curvatura de la seccién
espacial dada y toma los valores 0,1 y -1 (espacio de
curvatura cero, positiva y negativa), r la coordenada radial,
6 la coordenada angulo polar y ¢ la coordenada angulo
azimutal. Visto de esta manera, el espacio-tiempo admite
ser rebanado en cortes espaciales perpendiculares a la
direccion del tiempo cosmoldgico t, donde k es la curvatura
de cada corte espacial, homogéneo e isétropo. La forma de
a(t) depende de las propiedades de la materia del universo,
como lo veremos en la siguiente seccion.

El corrimiento al rojo es la relacion entre la luz emitida
por un objeto estelar y la luz de ese mismo objeto que
nosotros medimos, la cual es distinta debido a la expansion
del Universo. En muchas ocasiones se utiliza el corrimiento
al rojo como parametro de evolucién del Universo. La
longitud de onda de la luz emitida se incrementa

http://www.lajpe.org
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proporcionalmente al factor de escala, cuyo efecto puede
ser cuantificado por este corrimiento al rojo:

A
1+z_7_3. 3)

La TRG de Ensitein fue formulada con el fin de generalizar
la teoria de la relatividad especial para sistemas inerciales,
y considera sistemas de referencia no inerciales [7]. La
TRG esencialmente nos dice como es que el espacio-tiempo
se deforma debido a la distribucién de masa-energia
contenida en él, por lo que se considera una generalizacion
de la teoria de la gravitacion universal de Newton.

Las ecuaciones dinamicas de la TRG vienen dadas por
las EE:

2

K
- Ag,uv = TT/IV ' (4)

1
R -—R
v 2 9. C

7]

donde K’-g,c g, es el tensor métrico, R el tensor de

curvatura de Ricci, R=g, R™ el escalar de curvatura de

Ricci, A es la constante cosmoldgica, c es la velocidad de la
luz (en lo que sigue del texto se considerara con valor 1), G
es la constante de gravitacion de Newton vy, finalmente, el
tensor de energia-momento que representa la distribucién
de la materia-energia en el espacio-tiempo es:

T, =(p+p)uu, —pg,,, ()

el cual en este caso, representa un fluido perfecto de
densidad p y de presién isotrépica p=p(p), ambas
cantidades son funciones que dependen solo de t. Ademas
la 4-velocidad local del fluido temporal estd dada por
u, = (1,0,0,0) lo cual implica que T, =diag(p, p, p, p).

Sustituyendo (2) y (5) en las EE (4), solo se obtienen
dos ecuaciones independientes:

N2
H2 E(Ej :K2£—£2+%,

a a
2 A (6)
a- —K(P+3p)+§’

donde H=H(t) es el parametro de Hubble, el punto sobre la
letra indica derivada con respecto a t y la constante

cosmologica se relaciona con la densidad de energia del
. A

vacio como p_ =—.
K

vac

La primera Ec. (6) es conocida

como ecuacion de Friedmann (EF), mientras que la segunda
de ellas es conocida como ecuacion de Raychaudhuri (ER).
La ecuacion de evolucién del contenido material de nuestro
Universo, la cual se conoce como ecuacidn de conservacion
de la energia, esta dada por:

viT =0,
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donde V. es la derivada covariante, es decir, la derivada
que es invariante ante transformaciones generales de
coordenadas. Sustituyendo (5) en la ecuacién anterior se
obtiene que, para un fluido perfecto, la ecuacién de
conservacion es:

p+3H (p+p) =0. (7

De estas tres ecuaciones dinamicas, (6) y (7), dos son
independientes y la tercera se puede obtener de las otras
dos. Estas representan el modelo conocido como FRW o de
la Gran Explosion y sus soluciones nos dicen como
evoluciona nuestro Universo. EI modelo FRW también
puede obtenerse con argumentos que no requieren TRG [4-
5], por ejemplo. En la siguiente seccion damos la solucion
de estas ecuaciones.

Una cantidad Util para nuestros fines, es el parametro de
densidad cosmoldgica dado por:

&p A p p
Q= + =+,

i PaT T T g, ®)
que nos describe la densidad de materia total en el
Universo, donde p,. es conocida como la densidad critica:

_3H?

pc K.Z : (9)

Actualmente, la densidad critica tiene un valor de
p., =1,88x10°h’ donde h=0.72+0.03[1]. Esta

h’kgm°,
densidad corresponde aproximadamente a 3 atomos de
hidrégeno por metro cubico.
Tomando en cuenta la expresion (8), la ecuacion de
Friedmann puede escribirse también como:

k
Q-1=0,+0, -1= 177, (10)
A . .
donde Q, = 37 corresponde a la densidad de energia de
- sz
la constante cosmologica, y Q, = 37 corresponde a la

densidad de la materia no relativista y la radiacion. El signo
de k estd determinado por el valor de Q y, por tanto, nos
indica a cuél de las tres geometrias de RW corresponde:

1. Si la densidad de materia p < p_, entonces se
sigue que Q <1, y por lo tanto k=-1 lo cual representa
un Universo abierto desde el punto de vista geométrico.
2. Si la densidad de materia p> p,, entonces se
sigue que Q>1, y por lo tanto k =1 lo cual representa
un Universo cerrado desde el punto de vista geométrico.
3. Si la densidad de materia p=p, entonces se
sigue que Q =1, y por lo tanto k =0 el cual representa
un Universo plano desde el punto de vista geométrico.
http://www.lajpe.org.mx
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El parametro Q es de suma importancia ya que nos dice
el tipo de materia que contiene el Universo. Asi, si tenemos
varios tipos de materia o energia dentro de nuestro
Universo, entonces la expresion general de la Ec. (10) toma
la forma:

k

Q_lEIZQ|+QA —1:W’

1)

donde la suma es sobre las diferentes especies de materia
que contiene el Universo.

A finales de la década de 1970, Vera Rubin y W. Kent
Ford, Jr. [10] descubrieron lo que ahora se conoce como
materia obscura, un tipo de materia que tiene efecto sobre el
movimiento de las galaxias pero que no interactla con
materia ordinaria. La densidad total de materia actual esta
dada por:

Q =Q +Q,, (12)

donde Q_ representa la densidad de materia obscuray Q,

la densidad de materia baridnica, que representa toda la
materia que podemos observar y de la que estamos
constituidos nosotros mismos. La discusion sobre la materia
obscura esta fuera del alcance de este trabajo; sin embargo
ya se esta trabajando para un préximo articulo.

Otro pardmetro importante es el de deceleracién
definido como:

ad H
a=-g =1

(13)
el cual mide la tasa de cambio de la velocidad de expansion
del Universo. En principio es posible determinar el valor de
q, de forma observacional. Por ejemplo, para un conjunto
idéntico de supernovas en una galaxia remota, la relacion
entre su brillo y su corrimiento al rojo depende del valor del
parametro de deceleracion. Aunque las medidas de esta
clase son muy dificiles de realizar e interpretar, las
observaciones recientes tienden a favorecer modelos
cosmolégicos que se aceleran [11], cuya explicacion se
basa en los modelos conocidos como de energia obscura.
En  observaciones recientes se  encontr6  que
q, = —0,6138+0,1635 [1], lo que significa que actualmente

la expansion del Universo es acelerada. Tanto Q como g
son parametros adimensionales.

I1l. SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES
PARA 5 y a(t)

En esta seccion se dan algunas soluciones para las
ecuaciones de evolucién de una cosmologia tipo FRW, Ecs.
(6) y (7). Estas soluciones pueden encontrarse en cualquier
libro de cosmologia, por ejemplo [7]; sin embargo,
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podemos recomendar la referencia [4] para verlo de una
forma mas didactica.

Recordemos que solo dos de las ecuaciones en (6) y (7)
son independientes, obteniéndose de ellas un conjunto de
tres incognitas (a(t), p(t), p(t)), por lo que debemos
especificar una ecuacion adicional para que el sistema sea
consistente. La ecuacién a utilizar para tener un sistema
completo, es una ecuacion de estado que determina el tipo
de fluido que contendra el Universo, la cual estd dada por:

p=0-1p, (14)

donde » es conocido como parametro barotropico y puede
tomar los siguientes valores 0<y<2, por ejemplo, la
radiacion corresponde al valor »=4/3, la materia no
relativista tiene un valor de y=1 y el valor para la energia
de vacio es y=0. En algunas ocasiones también se utiliza la
ecuacion p=wp , cON o constante relacionada con ¥ de la

siguiente forma: y=w+1.

Cuando se habla de materia no relativista nos referimos
al tipo de materia cuyas velocidades de translacién estan
muy por debajo de la velocidad de la luz. Este tipo de
materia es la que nosotros vemos cotidianamente: planetas,
polvo estelar (sin incluir la radiacion), nebulosas, galaxias,
etc., de la misma forma, también se puede considerar la
Ilamada materia obscura, que toma un papel importante a
nivel intergalactico, y en la actualidad se le considera de
suma importancia para la descripcion del movimiento de las
galaxias [10]. De manera observacional, la presion en este
tipo de materia parece ser despreciable comparada con la
densidad de energia, como lo hemos estado haciendo notar
a lo largo de este trabajo, es decir, p=0, lo que implica
que ~ = 1en la ecuacion de estado (14).

Cuando hablamos de radiacion nos referimos a los
fotones que viajan desde cualquier rincon del Universo
hasta nuestro planeta, toda radiacion electromagnética: luz
visible, ondas de radio, infrarrojo, ultravioleta, etc.

Finalmente, la energia de vacio se considera como un
tipo de energia puramente cuantica, que existe incluso aln
en ausencia total de materia. Esta energia tiene una presion
negativa, lo que significa que si un fluido de presion
positiva puede empujar las paredes del recipiente que lo
contiene, en este caso tendria el efecto contrario, comprimir
el recipiente hacia dentro.

Las soluciones a la Ec. (7) para la ecuacion barotrépica
(14) nos da la evolucion de la densidad de energia:

2 [a]” 15
0 [ao} ’ =

donde p,ya, son constantes de integracion

correspondientes a los valores actuales de cada una de las
variables. De esta forma, la densidad como funcién del
factor de escala para diferentes tipos de materia barotropica
Se expresa como:

http://www.lajpe.org
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p=2p —>  pxa*

p=0 — poca, , (16)
p=—p — p=constante,

para radiacion electromagnética, materia no relativista y
energia de vacio respectivamente.

La ecuacion de Friedmann, primera Ec. (6), la podemos
escribir sin pérdida de generalidad como:

a(t)* o« pa(t)’. (17)

Al sustituir la densidad de energia obtenida en la Ec. (15)
tenemos que el factor de escala como funcidn de t es:

2

aoc (t-t, ), (18)

y para los distintos tipos de materia que hemos considerado
previamente se tiene que:

1/2

aoc(t—to) -
aoc(t—to )2/3 -
H —  p=constante,

poct?
poctfz, , 19)

aoce

para radiacién, materia no relativista y energia de vacio
respectivamente.

La Ec. (19) nos dice que en el caso de Universo
dominado por radiacién o materia no relativista o, quiza,
una combinacién de ambos, la densidad de energia tiene
una singularidad al tiempo cero, es decir, la densidad de
energia es infinita en el famoso "Big Bang" o gran
explosién, y conforme se va expandiendo el Universo esa
energia se va distribuyendo en toda su extension. Como un
ejercicio para el lector, se pide encontrar las expresiones de
la temperatura del Universo como funcién del tiempo y
comprobar que mientras el Universo se expande (tiempo
cada vez mas grande) su temperatura va disminuyendo.

El parametro de deceleracion (13) escrito para un fluido
barotrépico toma la forma:

Qo {l+3p

q, = zp} -0,(¥4) @0)

Como podemos ver, el Universo en etapas tempranas de su
evolucidn estuvo dominado por la radiacién, posteriormente
se fue enfriando y la materia no relativista comenz6 a
dominar. Actualmente, el Universo estd siendo dominado
por la energia de vacio (de acuerdo a las observaciones
[11]). A pesar del éxito de este modelo, tiene algunos
problemas que se han resuelto si se toma en cuenta un
periodo de expansion acelerada en una etapa muy temprana
del Universo, conocida como inflacién, para mayor
informacion de esta etapa ver [6].
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IV. CALCULO DE LA EDAD DEL UNIVERSO

Desde el punto de vista observacional, podemos mencionar
que se ha determinado la edad de cimulos globulares en la
Via Lactea en alrededor de 13,5+ 2 mil millones de afios
[12], lo anterior se ha realizado utilizando un método
independiente de la distancia. Por otro lado, si se utiliza un
método de secuencia de enfriamiento de enanas blancas
[13-14], se obtiene una edad de 12,7 £0,7 mil millones de
afios en el cimulo globular M4. Estos datos nos indican la
cota minima que se tiene para la edad del Universo:

t, >11-12mil de millones de afios. Los datos de 7 afios de

la sonda WMAP determinaron, con un error de hasta el uno
por ciento, que la edad definitiva del Universo es de 13,73
mil millones de afios.

Una forma muy sencilla de estimar la edad del Universo
es considerar que si velocidad de expansion es constante
desde su nacimiento, de tal forma que sustituyendo la ley de
Hubble (1) en la relacion d=vt, se tiene que:

t=H,", (21)

parametro que se conoce como el tiempo de Hubble. De las
observaciones del telescopio espacial Hubble y otros
proyectos [15], el parametro de Hubble estd entre los
valores:

H," =9.776h ", 0.64 <h <0.80, (22)

en unidades de mil millones de afios.

Para calcular la edad del Universo tomando en cuenta el
contenido material del Universo, tomemos la EF (6) junto
con la solucién que se obtuvo para la ecuacién de
conservacion (15):

2

H® = H, [2(a,/a)"+Q,°-0Q (a,/a) |, (23)

Po o _ A
donde x=1, Q° = Q=
3H02 A 3 02

nuestro modelo contenga tanto radiacion como materia,
p=p, +p,, laecuacion de Friedmann toma la forma:

y, en caso de que en

H® = H,’ [gro(a/ao)—“+Qm°(a/ao)-3+QA0_Qk0(a/a0)-2}. (24)

0

k HOZaOZ
asociado a la curvatura. Los subindices O indican valores
actuales. La Ec. (24) se obtuvo sustituyendo las relaciones

Ademas, Q es el pardmetro de densidad

-4 -3
pro{a(t)} ,Pmm{a(t)} | 5)
prO ao me ao

en la Ec. (23).

http://www.lajpe.org.mx
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Ahora, podemos expresar H en términos del
corrimiento al rojo, Ec. (3), de la siguiente forma:

HY = H, [0 (1+2)' 0, (1+2)+Q, -0 (1+2)' |, (26)

El siguiente paso consiste en derivar la Ec. (3) y sustituir la
Ec. (24) para escribir la edad del Universo como:

t—Itodt—Iw dz
° Joo Jo H(+z)’
dz

_ 1 j ”
H, Jo (1+z)\/Qr°(1+z)4+Qm°(1+z)3+QA°—Qk°(1+z)2'

(27)

Como podemos observar en la ecuacién anterior, la escala
de tiempo para la edad del Universo es proporcional al
tiempo de Hubble; sin embargo, ahora aparecen
correcciones debidas a la presencia de algin tipo de
contenido material dentro del Universo.

En la siguiente seccién, consideraremos
particulares para el calculo de la edad del Universo.

Ccasos

A. Epoca donde domina la materia no relativista =

Consideremos un Universo lleno puramente de materia no
relativista desde su nacimiento. Las soluciones a las
ecuaciones dindmicas son las siguientes:

p=0acx (t—to)y3 . poc (t—to)i2 ‘
0.0 (28)

0

0 0 0
Q°=0,9,°=0 Q°=0"-1 q, =

Entonces, la edad del Universo para este caso se calcula a
través de la siguiente integral, y usando las Ecs. (27) y (10):

1 J“” dz
t, =1 . 29
° " H, Jo (1+z)2;}Qm°z+1 (29)

Dependiendo del valor de la dendidad de energia Q. °, la

integral (29) puede ser distinta.

Una forma distinta de escribir la edad del Universo, es
como se propone en [16]. Para ello, despejamos & de la
definicién del parametro de deceleracion (13) y lo
sustituimos en la EF (6):

2
{aJ —H’ (1—2q0+2q0a°), (30)
d, a

donde x=0, A=0, ¥y 29,=Q

segunda de las Ecs. en (25).
La solucién a esta Ec. (30) queda determinada por:

® ademas de considerar la

m !
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dx/a,

1 a
t, = ,
° H, Io ;z1—2q0+2q0aolx B1)

donde x es una variable de integracién y ademas a =0 en
t=0. Si ahora tomamos w = x/a entonces (31) toma la
forma:

dw

l a
=g | .
°  H,Jo 1-2q,+2q,/w (32)

Como podemos ver, tenemos dos expresiones equivalentes
para el calculo de la edad del Universo, Ecs. (29) y (32).
Nuestro siguiente paso sera tomar los valores que pudiera

tener Q ° y realizar la integral explicitamente para conocer
la edad del Universo.

A.1 Universo plano Q " =1

Este es un Universo cuyo contenido material estd
enteramente dado por materia barotropica, es decir,

QmO =1lyq, = %, por lo que la integral (29) queda como:

2 §
t=§H01(1+ 2) ¥, (33)

entonces, la edad del Universo con z =0 y los valores en
(22), esta en el rango t, =8-10 mil millones de afios, lo

cual no satisface la cota minima que muestran las
observaciones.

A.2 Universo cerrado Qmo >1

Este caso no es, de acuerdo con las observaciones, el mejor
modelo para describir nuestro Universo, sin embargo, como
gjercicio haremos algunos calculos que nos daran una idea
de la edad del Universo.

La integral (31) en este caso, queda como:

6-sin@
g = AOI0) (34
(Za3)
si se realiza el cambio de variable [16]:
29,-1) a
1—0056:M. (35)
G0y

Es muy facil darse cuenta que las Ecs. (34) y (35) son las
ecuaciones paramétricas de una cicloide para la solucion
a(t) . Una cicloide es la curva que genera un punto fijo en
una circunferencia que gira sin deslizarse horizontalmente.
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En esta curva a(t) =0 cuando & = 0 yva creciendo hasta

que en O=rx alcanza el maximo y después decrece
nuevamente a(t)=0 cuando 6#=2z. El tiempo Ty, cuando se
alcanza el valor maximo de a(t), se puede obtener mediante
el criterio de la primera derivada, asi como el valor del
factor de escala en ese momento a(Ty,):

Tm = ”quo (\fzqo_]')i3 !

(36)
a(T ) = 2q,(2q, —1)’1a0.

La edad actual del Universo se obtiene al considerar 6= 6,
a=ap en la Ec. (35) y sustituir en (34):

_l quq=—1) [cos™(a*2)-0," 20, 2],  (37)

t=H,

en cuya ecuacion podemos dar valores adecuados para q, y

h, y de esta forma obtener el valor actual de la edad de un

Universo cerrado. Por ejemplo, si se consideran _2 y
9% =73

h=0,72 entonces la edad de este Universo seria de t, = 8,53

mil millones de afos, el cual es un valor que queda por
debajo de la cota dada por la edad de algunas estrellas.

A.3 Universo abierto Q ° <1

Este parece ser el caso mas real debido a que las
observaciones han mostrado que existen otros tipos de
elementos adicionales, ademas de la materia ordinaria, que

contiene el Universo. Entonces, tomando ©Q °<1 'y

a, <%, de tal forma que la integral (29) queda definida

como:

1 0.°
H.t

obo = 1_Qmo - 2(\/@)3

de donde observamos que H,t, — 1 cuando QmO -0, vy

1—a/1—Q 0
"lifas] ®

2 P
H,t, —>§,cuand0 Q. -1 lo cual nos da los limites

correctos del modelo. Vemos que conforme decrece o °, la

edad del Universo va hacia el tiempo de Hubble. Las
observaciones [15] restringen la curvatura a un valor muy
cercano a cero, de tal forma que el Universo parece ser

plano, es decir o ° =1, esta edad no es més grande que las
estrellas méas viejas, por lo que tampoco es muy buen
modelo para explicar las observaciones.

El problema del tiempo, puede ser resuelto si se
considera un Universo que contenga tanto materia barionica
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como constante cosmolégica, suponiendo un modelo de
curvatura cero. En este caso, la integral (27) queda como:

_ij‘w dz
H, Jo (1+z)\/Qm°(l+z)3+QA°’

l+\/§2_A°

donde © "+ °=1. En este caso, los valores asint6ticos

tO

) (39)
=———1n
3J0,°

corresponden a que Ht, —o cuando Qm" -0, VY
2 .
H,t, —>§cuando Qm° —1. Por ejemplo, en un modelo

donde  Q°=03 Q,°=07, se  tiene  que

t, =0,964H," =13,1mil millones de afios si h=0.72. Este

valor, nos permite evitar la restriccion impuesta
anteriormente, por lo que podemos concluir que la inclusién
de una constante cosmoldgica resuelve el problema de la
edad del Universo.

Asi como se ha calculado la edad del Universo para
contenido de materia no relativista, también podemos
hacerlo para cuando existe un dominio de radiacion a lo
largo de toda su evolucion, es decir:

ac(t-t,) ", poc(t=t,)

0 0 0 (40)
Q'=1,0"=00Q,°=0q,=0Q

0
ro

sin embargo, este célculo lo dejaremos para el lector. Por
ahora, es suficiente mencionar que la edad para este modelo
es:

H, ", (41)

el cual es un valor que no podria explicar la edad de las
estrellas [12-14].

B. Epoca donde domina energia de vacio, constante
cosmoldgica, y=0

Con anterioridad se ha introducido la constante
cosmologica en un modelo donde tambien se contenia
materia barotrdpica e incluso materia obscura, y se obtuvo
un resultado adecuado a las observaciones. En esta seccion,
y solo como analisis didactico, se calcula la edad del
Universo cuando éste esta dominado por la constante
cosmoldgica a lo largo de toda su evolucién, es decir, un
Universo que se expande aceleradamente desde su origen.
Es interesante hacer la observacién de que una vez que
Einstein publicé su TRG se dedico a hacer consideraciones
cosmologicas. Descubrid que era imposible construir un
modelo matematico de un Universo estatico, coherente con
el estado en ese momento de las observaciones (recordemos
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que la expansion del Universo se descubrio hasta finales de
la década de 1920 por parte de Hubble). Sin embargo,
Einstein estaba convencido de que el Universo era estatico,
por lo que introdujo una constante, conocida ahora como
constante cosmoldgica A . El objetivo de dicha constante
consistia en ofrecer una fuerza de atraccion contra la
solucién expansiva que se obtenia. Actualmente, a esta
constante cosmoldgica se le da una interpretacién distinta,
ya que ahora puede interpretarse como una presion negativa
que contrarresta la fuerza de atraccion y, ademas, puede
explicar la expansion acelerada que se observa [15], ésta
constante tiene caracteristicas parecidas a la energia del
vacio.

Asi, considerando el modelo de un Universo plano

(©4°=0) que contiene sélo energia del vacio (Q,°=1), se
tiene que la edad actual de este universo es:

2, 1 -2 1+Q V2
t,=5H, Q, M{L{;lm}- (42)
A

Es interesante notar que a diferencia de los otros dos
modelos anteriores, un Universo con Q °>0,74 es mas

viejo que HO’l , esto se debe a que la razon de expansion se

acelera. Y, por supuesto, en el limite cuando €, — 1,
ty > . En particular, si Q =0,74 y H; =72%, la
edad de este Universo dominado por la energia del vacio
serfa de 15,21 mil de millones de afios que, comparado con
el tiempo de Hubble, este Universo seria mas viejo que el
tiempo de Hubble.

V. CONCLUSIONES

El modelo FRW nos da una idea de como surgi6 el
Universo, aunque para ello habria que anexarle el llamado
modelo inflacionario [6]. Este modelo nos dice que el
Universo comenz6 con una densidad infinita de materia
(19), en este caso constituido por materia ordinaria que
puede ser polvo no relativista o radiacién electromagnética
e incluso, constante cosmoldgica. En este articulo
revisamos las EE y sus soluciones para tres tipos distintos
de materia barotrdpica que incluye a la constante
cosmolégica. Una vez obtenidas las soluciones, se procedié
a utilizar la ecuacion de Friedmann (6) para encontrar una
expresion general para la edad del Universo.
Posteriormente, se analizaron los casos en donde domina la
materia no relativista, toda aquella que podemos observar
en sus diferentes opciones, dependiendo del valor del

/ . - 0
parametro densidad de energia Q. ya sea mayor, menor o
igual que cero.
. 0 .
Cuando se considera el valor Q_ ~ =1 se obtiene un

valor para la edad del Universo menor que el que presentan
las observaciones de estrellas en diversos cumulos
globulares de nuestra galaxia.
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Cuando se tiene un valor © _° >1 se observa que la

edad de este Universo queda igualmente por debajo de la
cota de la edad de algunas estrellas.

El dltimo caso que falta es aquel donde Qmo <1 el cual

es el mas interesante ya que permite que el Universo no
solo contenga materia barionica o materia obscura, sino que
brinda la oportunidad de coexistencia de esta materia con
alguna otra de tal forma que la densidad de energia total del
Universo sea 1. Por lo que en este caso, si se considera que
hay coexistencia de materia bariénica y/o obscura junto con

o 0 0
constante cosmologica tal que Q" =03y Q =0,7, la
edad del Universo seria mas cercana a la observada, es
decir, t; =13,1mil millones de afios. Por tanto, aqui es

razonable pensar en la existencia de dicha constante
cosmolégica o energia de vacio en nuestro Universo.
Algunas veces esta constante cosmolégica es reemplazada
por modelos un poco mas exdticos de energia obscura.

Finalmente se mencionan los resultados para un
Universo dominado completamente por radiacion y otro por
constante cosmoldgica, en donde se observan resultados
que no son del todo adecuados, de acuerdo a las
observaciones.

Un complemento a este trabajo, seria explorar algin
modelo que pudiera conectar las cuatro etapas que
actualmente se reconocen en la evolucion del Universo: una
etapa de inflacion (de expansion acelerada a tiempo
temprano), una época de dominio de la radiacion, otra etapa
de dominio de materia no relativista y, finalmente, una
etapa de coexistencia de materia no relativista y energia
obscura.
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